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新定义

一、解答题

1．若数列 nA 满足  *11 2
2

n

n

A n
A

+£ £ Î N ，则称 nA 是“紧密数列”．已知数列 na 的前 n 项

和为 nS ，且
21
3

n

nS æ ö= - ç ÷
è ø

．

(1)试判断 na 是否为“紧密数列”，并说明理由．

(2)若数列 nb 是“紧密数列”，已知
n

n nb c a= × （ c为常数），且 3 2 14 9 2b b b= - ，求 nb 的前 n

项和 nT ．

【答案】(1)是“紧密数列”，理由见解析

(2) 2 1n -

【分析】(1)由 1n n na S S -= - 得到通项公式，根据“紧密数列”定义可得到结果；

(2)根据第一问结果，可得到数列 nb 的通项公式，根据它是“紧密数列”以及 3 2 14 9 2b b b= - ，

可得到 1
3
c

= ，进而得到
12n

nb -= ，然后根据等比数列求和公式可得结果.

【详解】（1） na 是“紧密数列”．理由如下：

因为
21
3

n

nS æ ö= - ç ÷
è ø

，
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当 2n ³ 时，
1

1
21
3

n

nS
-

-
æ ö= - ç ÷
è ø

，

所以 1n n na S S -= -
12 21 1

3 3

n n-é ù é ùæ ö æ ö= - - -ê ú ê úç ÷ ç ÷
è ø è øê ú ê úë û ë û

12 2
3 3

n n-
æ ö æ ö= -ç ÷ ç ÷
è ø è ø

11 2
3 3

n-
æ ö= ´ç ÷
è ø

，

当 1n = 时， 1 1
1
3

a S= = ，满足上述关系式，

所以
11 2

3 3

n

na
-

æ ö= ´ç ÷
è ø

，则 1
1

1 2
23 3
31 2

3 3

n

n
n

n

a
a

+
-

æ ö æ ö´ç ÷ ç ÷
è ø è ø= =

æ ö æ ö´ç ÷ ç ÷
è ø è ø

，

又
1 2 2
2 3

< < ，所以 na 是紧密数列．

（2）由（1）知，
1 11 2 2

3 3 3 3

n n
n n

n n
c cb c a c

- -
æ ö æ ö= × = × ´ = ´ç ÷ ç ÷
è ø è ø

，

所以 nb 是以
3
c
为首项，

2
3
c
为公比的等比数列．

因为数列 nb 是“紧密数列”，所以
11 2 2

2 3
n

n

b c
b

+£ = £ ，

又因为 3 2 14 9 2b b b= - ，即
2

1 1 1
2 24 9 2
3 3
c cb b bæ ö× = × -ç ÷

è ø
，整理得

2 1 2 2 0
3 4 3
c cæ öæ ö- - =ç ÷ç ÷

è øè ø
，

解得
2 1
3 4
c

= （舍去）或
2 2
3
c

= ，则 1
3
c

= ，
12n

nb -= ，

因此
 1 1 2

2 1
1 2

´ -
= = -

-

n
n

nT ，

故数列 nb 的前 n 项和 nT 为 2 1n - ．

2．已知 na 是无穷正整数数列，定义操作  ,D k s 为删除数列 na 中除以 k 余数为 s的项，

剩下的项按原先后顺序不变得到新数列 nb ．若
13n

na -= ， n *Î N ，进行操作  3,1D 后剩余

项组成新数列 nb ，设数列   3log n na b+ 的前 n 项和为 nS ．

(1)求 nS ；

(2)设数列 nc 满足 3 2 1logn nc b -= ，求数列
1

1

n nc c +

ì ü
í ý
î þ

的前 20项和．
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【答案】(1)  
3

1
2 log 2

2n

n n
S n

-
= +

(2)
20
41

【分析】（1）根据定义可确定 nb ，进而得到   3log n na b+ 的通项公式，结合等差数列求和

公式可求得结果；

（2）由（1）可得 nc ，采用裂项相消法可求得结果.

【详解】（1）当 2n ³ 时，
23

3
nna -= ，即 na 能被3整除；当 1n = 时， 1

3
a

的余数为1；

由题意可知： 3n
nb = ，      1 1

3 3 3 3log log 3 3 log 4 3 2log 2 1n n n
n na b n- -\ + = + = ´ = + - ，

   
3 3

1
2 log 2 0 1 2 1 2 log 2

2n

n n
S n n n

-
\ = + + + + ×××+ - = + .

（2）由（1）知：
2 1

3log 3 2 1n
nc n-= = - ，   1

1 1 1 1 1
2 1 2 1 2 2 1 2 1n nc c n n n n+

æ ö\ = = -ç ÷- + - +è ø
，

1

1

n nc c +

\
ì ü
í ý
î þ

的前 20项和为
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 201 1
2 3 3 5 5 7 37 39 39 41 2 41 41

æ ö æ ö´ - + - + - + ×××+ - + - = ´ - =ç ÷ ç ÷
è ø è ø

.

3．若数列
1

na
ì ü
í ý
î þ

是等差数列，则称数列 na 为调和数列.若实数a b c、 、 依次成调和数列，则

称b 是 a和 c的调和中项.

(1)求
1
3
和1的调和中项；

(2)已知调和数列 na ， 1 6a = ， 4 2a = ，求 na 的通项公式.
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【答案】(1) 1
2

(2)
18

2 1na
n

=
+

【分析】（1）根据题意得到3、
1
b
、1成等差数列，从而得到方程，求出

1=
2

b ，得到答案；

（2）根据题意得到
1

na
ì ü
í ý
î þ

是等差数列，设出公差，由通项公式基本量计算得到公差，从而求

出
1 2 1

18n

n
a

+
= ，得到 na 的通项公式.

【详解】（1）设
1
3
和1的调和中项为b ，依题意得：3、

1
b
、1成等差数列，

所以
1 3+1= =2

2b
，解得：

1=
2

b ，

故
1
3
和1的调和中项为

1
2 ；

（2）依题意，
1

na
ì ü
í ý
î þ

是等差数列，设其公差为 d ，

则
1 1 13
2 6 9

d d= - Þ = ，

所以    
1

1 1 1 1 2 11 1
6 9 18n

nn d n
a a

+
= + - = + - = ，

故
18

2 1na
n

=
+

.

4．设数列 na 中，若  *
1 2n n na a a n N+ += + Î ，则称数列 na 为“凸数列”.

（1）设数列 na 为“凸数列”，若 1 1a = ， 2 2a = - ，试写出该数列的前 6 项，并求出该 6 项

之和；
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（2）在“凸数列”中，求证 6n na a+ = ， *n NÎ .

【答案】（1） 1 1a = ， 2 2a = - ， 3 3a = - ， 4 1a = - ， 5 2a = ， 6 3a = ， 6 0S = ；（2）证明见解析.

【解析】（1）由数列的递推公式，运算即可得解；

（2）由“凸数列”的性质可得
1 2

2 1 3

n n n

n n n

a a a
a a a

+ +

+ + +

= +ì
í = +î

，两式相加化简可得 3n na a+ = - ，即可得解.

【详解】（1）因为  *
1 2n n na a a n N+ += + Î ，且 1 1a = ， 2 2a = - ，

所以 1 1a = ， 2 2a = - ， 3 3a = - ， 4 1a = - ， 5 2a = ， 6 3a = ， 6 0S = ；

（2）证明：由题意，
1 2

2 1 3

n n n

n n n

a a a
a a a

+ +

+ + +

= +ì
í = +î

，

∴ 1 2 2 1 3n n n n n na a a a a a+ + + + ++ = + + + ，即 3 0n na a ++ = ，∴ 3n na a+ = - ，

∴ 6 3n n na a a+ += - = ， *n NÎ .

5．对于数列 na ，把 1a 作为新数列 nb 的第一 项，把 ia 或  2,3,4,...,ia i n- = 作为新数列 nb

的第 i项，数列 nb 称为数列 na 的一个生成数列 .例如, 数列 1,2,3,4,5的一个生成数列是

1, 2, 3, 4,5- - .已知数列 nb 为数列
*1 ( N )

2n nì ü Îí ý
î þ

的生成数列， nS 为数列 nb 的前 n 项和.

(1)写出 3S 的所有可能值；

(2)若生成数列 nb 满足 3
1 11
7 8n nS æ ö= -ç ÷

è ø
，求数列{ }nb 的通项公式.
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【答案】(1)
1 3 5 7, , ,
8 8 8 8

；

(2)

1 , 3 2
2 N

1 , 3 2
2

n

n

n

n k
b k

n k

*

ì = -ïï= Îí
ï- ¹ -
ïî

.

【分析】（1）根据题中定义，结合分类讨论进行求解即可；

（2）根据题中定义，结合前 n 项和公式进行求解即可.

【详解】（1）由已知，  1 2 3
1 1 1 1, N , 2 , ,
2 2 4 8n nb b n n b b*= = Î ³ \ = ± = ± , 由于

3
1 1 1 7 1 1 1 5 1 1 1 3 1 1 1 1, , , ,
2 4 8 8 2 4 8 8 2 4 8 8 2 4 8 8

S+ + = + - = - + = - - = \ 可能值为 
1 3 5 7, , ,
8 8 8 8

 .

（2） 3
1 11
7 8n nSQ æ ö= -ç ÷

è ø
,当 1n = 时, 1 2 3 3

1 1 11
7 8 8

a a a S æ ö+ + = = - =ç ÷
è ø

.当 2n ³ 时,

3 2 3 1 3 3 3 3 1
1 1 1 1 11 1
7 8 7 8 8n n n n n n n na a a S S- - - -

æ ö æ ö+ + = - = - - - =ç ÷ ç ÷
è ø è ø

,

 3 2 3 1 3
1 , ,
8n n n nna a a n N b*

- -\ + + = Î Q 是
*1 ( N )

2n nì ü Îí ý
î þ

的生成数列,

3 2 3 1 3 3 2 3 1 33 2 3 1 3
1 1 1; ; ,

2 2 2n n n n n nn n nb b b b b b- - - -- -\ = ± = ± = ± \ + +

   3 2 3 1 3
1 1 1 1 14 2 1

2 2 2 8 8n n n n n n N *
- -= ± ± ± = ± ± ± = Î ,在以上各种组合中，当且仅当

 3 2 3 1 3
4 2 1, ,
8 8 8n n nn n nb b b n N *

- -= = - = - Î 时才成立. 

所以

1 , 3 2
2 N

1 , 3 2
2

n

n

n

n k
b k

n k

*

ì = -ïï= Îí
ï- ¹ -
ïî

.
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6．已知集合 *,n nx a x b nÎ < < ÎZ N 中元素的个数为 nc .

(1)若 na n= - ， 3n
nb = ，求 2c .

(2)若 na ， nb 均为等差数列且 n na b< ， na ， nb Î Z，证明： nc 也为等差数列.

(3)若
22n

na
n

= - ， 1 2 2n nb b+ = + ，且 1 10b = ，求数列 nc 的前 n 项和 nS .

【答案】(1) 2 10c = ；

(2)证明见解析；

(3) 15 2 2 9n
nS n+= × - - .

【分析】（1）根据数列的新定义列举即可求得；

（2）根据数列的新定义，结合等差数列的定义即可证明；

（3）先根据数列递推式构造等比数列 2nb + ，求出 nb ，再由数列的新定义推出 nc 的通项

公式，再进行分组求和，借助于等比数列求和公式即得.

【详解】（1）若 na n= - ， 3n
nb = ，则 2 2a = - ， 2 9b = ，

则满足 2 9x- < < 的整数为 1- ，0，1，…，8，共有 10 个，故 2 10c = ；

（2）因为 na ， nb Î Z，所以 1n n nc b a= - - ，

所以        1 1 1 1 11 1n n n n n n n n n nc c b a b a b b a a+ + + + +- = - - - - - = - - - .

因为 na ， nb 均为等差数列，所以可设 1 1n na a d+ - = ， 1 2n nb b d+ - = ，
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则    1 1 2 1n n n nb b a a d d+ +- - - = - 为常数，

故 nc 是以 1 1 1b a- - 为首项， 2 1d d- 为公差的等差数列.

（3）由 1 2 2n nb b+ = + ，得 1 2 2 4n nb b+ + = + ，即  1 2 2 2n nb b+ + = + ，

则数列 2nb + 是 1 2 12b + = 为首项，公比为 2 的等比数列，

则
12 12 2n

nb -+ = × ，则
13 2 2n

n nb a+= × - > .

当 1n = 时， 1 0a = ， 1 10b = ， 1 10 0 1 9c = - - = .

当 2n = 时， 2 3a = ， 2 22b = ， 2 22 3 1 18c = - - = .

当 3n ³ 时，
22n

na
n

= - ，因
20 1
n

< < ，所以 2 1 2n n
na- < < ，故大于 na 的最小整数为2n ，

又 nb 为整数，则
1( 1) 2 1 2 (3 2 2) 2 5 2 2n n n n n

n n nc b b += - - + = - = × - - = × - .

当 2n = 时，
2

25 2 2 18 c´ - = = 符合上式；当 1n = 时， 15 2 2 8 9´ - = ¹ ，

故
9, 1,
5 2 2, 2.n n

n
c

n
=ì

= í × - ³î

当 2n ³ 时，    2 39 5 2 2 2 2 1n
nS n= + ´ + + ×××+ - -

   
2 1

1
2 1 2

9 5 2 1 5 2 2 9
1 2

n
nn n

-
+

´ -
= + ´ - - = × - -

-
，

又
1 1

15 2 2 9 9 S+´ - - = = ，所以
15 2 2 9n

nS n+= × - - .

【点睛】本题考查数列的新定义与数列的综合，考查数学抽象、逻辑推理及数学运算的核心

素养.

7．若数列 na 满足
2 1

1

n n

n n

a a k
a a

+ +

+

+ = （ k 为常数），则称数列 na 为等比和数列， k 为公比和，

已知数列 na 是以 5 为公比和的等比和数列，且 1 23, 6a a= = ，记
1n

n
n

ab
a

+= ．

(1)求证：数列 nb 是周期数列，并指出其周期；

(2)求 2 1

2 1

n

n

a
a

+

-
的值．
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【答案】(1)证明见解析，周期为 2

(2)6

【分析】（1）根据题干所给条件可得 1 5n nb b+ + = ，再据此推出 1 1,n nb b+ - 的关系即可；

（2）根据
2 1 2 1 2

2 2 1
2 1 2 2 1

n n n
n n

n n n

a a a b b
a a a

+ +
-

- -

= × = × ，可直接求解．

【详解】（1）由
2 1

1

n n

n n

a a k
a a

+ +

+

+ = 及
1n

n
n

ab
a

+= 可得 1 5n nb b+ + = ，

由此可得递推关系 1 5n nb b+ = - ，所以  1 1 15 5 5n n n nb b b b+ - -= - = - - = ，

可得 2n nb b+ = ，即数列 nb 是周期数列，周期为 2．

（2） 2
1

1

2ab
a

= = ， 2 1 35b b= =- ，

由（1）知， nb  周期为 2，所以 2 1 22, 3n nb b- = = ，

所以
2 1 2 1 2

2 2 1
2 1 2 2 1

6n n n
n n

n n n

a a a b b
a a a

+ +
-

- -

= × = × = ．

8．已知数列 na 的前 n 项和为 nS ，若数列 na 满足
2

2 1n n nS S S+ +<× ，则称数列 na 是“方特数

列”.

(1)证明：数列 n 是“方特数列”；

(2)若数列  1
1 1 0na q a- ¹ 是“方特数列”，求 q的取值范围；

(3)证明：当 0q > 时，数列 1nnq -
是“方特数列”.
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【答案】(1)证明见解析

(2)  0, + ¥

(3)证明见解析

【分析】（1）求出 nS 利用“方特数列”的定义即可证明；

（2）分类讨论当 1q = 和 1q ¹ 时，数列  1
1 1 0na q a- ¹ 的前 n 项和为 nS ，“方特数列”的定义

列出不等式即可求解；

（3）当 1q = 时，由（1）知满足条件，当 0q > 且 1q ¹ 时，利用错位相减法求出数列 1nnq -

的前 n 项和为 nS ，利用“方特数列”的定义结合导数即可证明.

【详解】（1）当 na n= 时，  1 1
2nS n n= + ，

          2
2 1

1 11 2 3 1 2 1 2 0
4 2n n nS S S n n n n n n n n+ + é ù× - = + + + - + + = - + + <ë û ，

∴数列 na 满足
2

2 1n n nS S S+ +<× ，即数列 n 是“方特数列”.

（2）当 1q = 时， 1nS na= ，

   22 2 2
2 1 1 1 1 1· 2 1 0n n nS S S na n a n a a+ +× - = + - + = - < ，满足条件；

当 1q ¹ 时，
 1 1
1

n

n

a q
S

q
-

=
-

，

∵数列 1
1

na q -
是“方特数列”，

∴  
    

2 22 2 1 21
2 1 12 1 1 1 0

1
n n n n

n n n
aS S S q q q a q

q
+ +

+ +
é ù× - = - - - - = - <ê úë û-

，.

∴ 0nq > ，∴ 0q > 且 1q ¹ ，
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综上所述，当数列  1
1 1 0na q a- ¹ 是“方特数列”时， q的取值范围为  0, + ¥ .

（3）当 1q = 时，由（1）知满足条件，

当 0q > 且 1q ¹ 时，
1 2 1, 1 2 3n n

n na nq S q q nq- -= = + + + +L ，

2 32 3 n
nqS q q q nq= + + + +L ，

∴      2 1
1 1

1 1
1

n n
n n

n

q nq q
q S q q q nq

q
-

- - -
- = + + + + - =

-
L ，

∴
   

 2

1 1

1

n n

n

q nq q
S

q

- - -
=

-
，

2
2 1n n nS S S+ +× - =

               
 

22 2 1 1

4

1 1 1 2 1 1 1 1

1

n n n n n nq nq q q n q q q n q q

q

+ + + +é ù é ù é ù- - - - - + - - - - + -ë û ë û ë û
-

 
 

2

2

2 1

1

n nq q n q n

q

+é ù- + + +ë û= -
-

，

设    2 2 1ng q q n q n+= - + + + ，∴ ( )g q¢   12 1nn q += + - ，

当 1q > 时， ( )g q¢  0, g q> 单调递增；当0 1q< < 时， ( )g q¢  0, g q< 单调递减，∴

   1 0g q g> = ，

∴ 2
2 1 0n n nS S S+ +× - < ，

综上所述，当 0q > 时，数列 1nnq -
是“方特数列”.

9．已知数列 na 的前 n 项和为 nS ，且满足
2

2n
n nS +

= ，数列 nb 为公比大于 0 的等比数列，

且 2 4 273 ,b a b a= = ．

(1)求 ,n na b ；

(2)若在 na 与 1na + 之间插入 nb 个 1，由此构成一个新的数列 nc ，记 nc 的前 n 项和 nT ，求 45T

的值．
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【答案】(1) na n= ，
13n

nb -=

(2)55

【分析】（1）根据 nS 与 na 的关系求得 na 的通项公式，然后再利用等比数列通项公式基本量

运算求得 nb 的通项公式；

（2）依次求出 na 中相邻项之间插入 1 的个数，即可求出 45T 的值.

【详解】（1）由题意，得
     

22

1

1 1
2

2 2n n n

n nn na S S n n-

- + -+
= - = - = ³ ，

又 1n = 时， 1 1 1a S= = ，符合题意，所以 na n= .

设数列 nb 的公比为  0q q > ，又 2 3 3b a= = ， 4 27 27b a= = ，

即
2 1

3
4 1

3
27

b b q
b b q

= =ì
í = =î

，解得 1 1, 3b q= = ，所以
13n

nb -= .

（2）根据题意，在 na 与 1na + 之间插入 nb 个 1，

即在 1 和 2 之间插入 1 1b = 个 1；

在 2 和 3 之间插入 2 3b = 个 1；

在 3 和 4 之间插入 3 9b = 个 1；

在 4 和 5 之间插入 4 27b = 个 1，

此时刚好有 45 项，则    45 1 3 9 27 1 2 3 4 5 55T = + + + + + + + + = .

所以 45T 的值为 55.
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10．若数列 na 满足：当 n 为奇数时， 1 2n n na a a+ ++ = ；当 n 为偶数时， 1 2n n na a a+ += .则称数

列 na 为和积交替数列.

(1)若数列 1，a，b，6 为和积交替数列，分别求实数 a，b 的值；

(2)若数列 na 为和积交替数列，且 1 2a = ， 2a t=
1
2

tæ ö>ç ÷
è ø

.

（i）若 3 是数列 na 中的项，求实数 t的值；

（ii）若 2 2a = ，证明：
12

2 2
n

na
-

³ .

【答案】(1)
2
3

a
b

=ì
í =î

或
3
2

a
b

= -ì
í = -î

(2)（i） 3t = 或 1t = ；（ii）证明见解析

【分析】（1）根据和积交替数列的定义，列出参数的方程组，求出参数的值.

（2）（i）根据和积交替数列的定义，由 1 2,a a 递推出后面的项，由 2a 范围，求出后面项的大

小范围，判断 3 可能出现的位置，求出参数的值.

（ii）根据和积交替数列的定义，由 1 2 2a a= = 递推出后面的项满足的条件，根据数列的递

推公式，结合累乘法，通过对数运算，证明命题.

【详解】（1）由题知1 a b+ = ， 6ab = ，

解得
2
3

a
b

=ì
í =î

，或
3
2

a
b

= -ì
í = -î

；
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（2）（i）由题知 2
1
2

a t tæ ö= >ç ÷
è ø

，则 3 1 2 2a a a t= + = + ，  4 2 3 2a a a t t= = + ，

由
1
2

t > ，则 4
5 1
4

a > > ；    5 3 4
22 2 3 2a a a t t t tt= + = + + ++ += ，

由
1
2

t > ，则
2

5
23 1 153 2 ( ) 3

2 4 4
a t t t+ + = + -= > > ； 6 4 5a a a= ，但 4 1a > ， 5 3a > ，

所以 6 4 5 3a a a= > ；而 7 5 6 6a a a= + > ，…

以此类推，当 5n ³ ， *Nn Î 时， 3na > .

所以若 3 是数列 na 中的项，

则 2 3a = 或 3 3a = 或 4 3a = ，解得 3t = 或 1t = .

（ii）易知数列中的项均为正整数，由题知  *
2 2 2 2 1 2, Nn n na a a n n- -= ´ ³ Î ，且

 *
2 1 2 2 2 3 2, Nn n na a a n n- - -= + ³ Î ，

所以   2
2 2 2 2 2 2 3 2 2n n n n na a a a a- - - -= ´ + > ，同取以 2 为底的对数，得

2
2 2 2 2 2log logn na a -> ，

即 2 2 2 2 2log 2logn na a -> .又 1na > ，所以
2 2

2 2 2

log 2
log

n

n

a
a -

> ，

则
2 2 2 2 2 2 4

2 2 2 2 2 4 2 2

log log log2, 2, , 2
log log log

n n

n n

a a a
a a a

-

- -

> > >L ，

累乘整理，得
1 1

2 2 2 2log 2 log 2n n
na a- -> = ，

所以 2n ³ 时，
12

2 2
n

na
-

> .

当 1n = 时， 2 2a = 符合上述不等式，

所以
12

2 2
n

na
-

³ ，结论得证.

11．设等差数列 na 的前 n 项和为 nS ，且 2 8a = ， 4 40S = ，数列 nb 的前 n 项和为 nT ，且

2 3 0n nT b- + = （ *nÎ N ）.

(1)求数列 na ， nb 的通项公式；

(2)设
2

,

,
( 1)( 1)

n

n n

n n

a n
c b n

b b +

ì
ï= í
ï + +î

为奇数

为偶数
，求数列 nc 的前 2 1n + 项和 2 1nP + .

(3)若从数列 na 列中依次取出第 1b 项，第 2b 项，第 3b 项，……，第 nb 项，……并按原来的

先后顺序组成一个新的数列 nd ，求数列 nd 的通项公式与前 n 项和 nQ .
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【答案】(1) 4na n= ；
13 2n

nb -= ×

(2)  2
2 1 2 1

1 1 14 1
3 7 3 2 1n nP n+ +

æ ö= + + -ç ÷× +è ø

(3) 13 2n
nd += × ；

23 2 12n
nQ += × -

【分析】（1）由等差数列的通项公式和前 n 项和公式，可求数列 na 的通项公式；对于数列

 nb ，当时 2n ³ ， 1n n nb T T -= - ，先求出递推公式，从而得到 nb 的通项公式；

（2）利用分组求和的方法可求数列的前 n 项和；

（3） nb 的通项恰好是 na 的项数，代入公式即可得到 nd 的通项公式.

【详解】（1）设等差数列 na 的公差为 d，由题意得：

1

1

8
4 6 40
a d

a d
+ =ì

í + =î
，解得

1 4
4

a
d

=ì
í =î

，所以 4na n= （ *nÎ N ），

对于数列 nb ，由已知，当 1n = 时， 1 1 3 02b b +- = ，得 1 3b = ，

当 2n ³ 时， 2 3 0n nT b- + = ， 1 12 3 0n nT b- -- + = ，

两式相减，得 12n nb b -= ，  2n ³ ，所以数列 nb 为等比数列，

得
13 2n

nb -= × （ *nÎ N ）.

（2）    2 1 1 3 2 1 2 4 2n n nP a a a b b b+ += + + ×××+ + + + +L
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  1 3 3 3 2 1 2 1
1 1 1 1 1 1 14 1 3 5 2 1
3 3 2 1 3 2 1 3 2 1 3 2 1 3 2 1 3 2 1n nn - +

æ ö= + + + ×××+ + + - + - + ×××+ -ç ÷× + × + × + × + × + × +è ø

  
2 1

4 1 2 1 1 1 1 1
2 3 7 3 2 1n

n n
+

+ + + æ ö= + -ç ÷× +è ø

 2
2 1

1 1 14 1
3 7 3 2 1nn +

æ ö= + + -ç ÷× +è ø
.

（3）由于
13 2n

nb -= × ，  1 14 3 2 3 2
n

n n
n bd a - += = × = × （ *nÎ N ），

所以数列 nd 是一个以12为首项， 2为公比的等比数列，

可得：
  2

12 1 2
3 2 12

1 2

n
n

nQ +
-

= = × -
-

（ *nÎ N ）.

12．已知项数为 2( , )m m N m*Î ³ 的数列 na 满足如下条件：①  1,2, ,na n m*Î =N L ；②

1 2 ma a a< < <L ．若数列 nb 满足 1 2( )
1

m n
n

a a a ab
m

*+ + + -
= Î

-
NL

，其中 1,2, , ,n m= L 则称 nb

为 na 的“心灵契合数列”．

（I）数列 1，5，9，11，15 是否存在“心灵契合数列”若存在，写出其心灵契合数列，若不

存在请说明理由；

（II）若 nb 为 na 的“心灵契合数列”，判断数列 nb 的单调性，并予以证明；

（Ⅲ）已知数列 na 存在“心灵契合数列” nb ，且 1 1a = ， 1025ma = ，求 m 的最大值．

【答案】（I）不存在，理由见解析；（II）单调递减，证明见解析； （Ⅲ）33
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【解析】（I）求出 1b 、 2b 、 3b 、 4b 后，根据“心灵契合数列”的定义判定即可；

（II）由“心灵契合数列”的定义，结合数列单调性讨论 1n nb b+ - 的符号即可得解；

（Ⅲ）根据数列 na 及其“心灵契合数列” nb 中项的特征，结合单调性分析出 2( 1) 1024m £- ，

即可得解.

【详解】（I）数列 1，5，9，11，15 不存在“心灵契合数列”

因为1 5 9 11 15 41+ + + + = ，

*
1

41 1 10
5 1

b -
= = Î

-
N ，

*
2

41 5 9
5 1

b -
= = Î

-
N ，

*
3

41 9 8
5 1

b -
=

-
Î= N ，

*
4

41 11 15
5 1 2

b -
= = Ï

-
N ，

所以数列 1，5，9，11，15 不存在“心灵契合数列”

（Ⅱ）数列 nb 为单调递减数列．

因为 1
1 1

n n
n n

a ab b
m

+
+

-
- =

-
，1 1n m£ £ - ， n *Î N ，

又因为 1 2 ma a a< < <L ，所以有 1 0n na a +- < ，

所以 1
1 0

1
n n

n n
a ab b

m
+

+

-
- = <

-
，

即 1 2 mb b b> > >L 成立

所以数列 nb 为单调递减数列．

（Ⅲ） 1 i j m" £ < £ ，都有
1

j i
i j

a a
b b

m
-

- =
-

，

因为 *ib NÎ ， 1 2 mb b b> > >L ．

所以 i jb Nb *- Î ，

所以 *

1
j i

i j

a a
b b N

m
-

- = Î
-

，

所以
*1

1
1024

1 1
m

m
a ab b
m m

N-
- = = Î

- -

因为
*1

1 1
n n

n n
a ab b N

m
-

-

-
- = Î

-
，

所以 1 1n na a m-- ³ - ，

又      1 1 1 2 2 1m m m m ma a a a a a a a- - -- = - + - + + -L

{#{QQABQ0A4wuCY9AawiQ57IWv2zgm40IVzpoxOEwYQ+AUA/5tADAA=}#}



试卷第 18 页，共 18 页

2( 1) ( 1) ( 1) ( 1)m m m m³ - + - + + - = -L ，

则 2( 1) 1024m £- ，即 33m £ ，
*1024

1m
Î

-
N ，所以 33m £ ．

例如：  32 31 1 33na n n= - £ £ ，

此时，
 1 33

*

33
2 530

32
n

n

a a a
b n

+ -
= = - + Î N ，

且 mb 为单调递减数列，故满足题意．

所以 m 的最大值是 33．

【点睛】本题考查了数列新定义的相关问题，关键是对于概念的理解，建立适当的等量关系

或不等关系，属于中档题.
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